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SINOPSE

O modelo de fronteira de produgio estocdstica, na especificagio cldssica, obtém
estimativas de mdxima verossimilhanca (EMV) (pontuais) dos parimetros e da
produtividade dos agentes. A especificagio bayesiana proposta, estimada utilizando o
algoritmo de Cadeias de Markov de Monte Carlo (MCMC), obtém uma amostra da
distribui¢ao do estimador dos parimetros e da produtividade dos agentes, o que
permite derivar outras estatisticas relativas a essas medidas, em particular o valor
esperado e o intervalo de mdxima densidade. Neste texto, apresenta-se a imple-
mentagio desse modelo, e mostra-se, empiricamente, que a EMV tem um viés maior
do que a estimativa bayesiana, em particular dos momentos de segunda ordem.

ABSTRACT

The model of stochastic production frontier on the classical specification gets
maximum likelihood estimates of model parameters e agents productivity. The
proposed Bayesian specification, estimated using Monte Carlo Markov Chain
(MCMC) gets a sample from the distribution of the parameter and productivity
estimator, which make possible measure the expected value and the interval of
maximum density. In this paper is showed the implementation of this model, and is
showed, empirically, that the maximum likelihood estimator has a bias greater than
the Bayesian version, in particular for the second moments.






1 INTRODUCAO

O modelo da fronteira de produgio estd ligado a necessidade de analisar as firmas
com relagdo a eficiéncia na produgio. Existem dois métodos utilizados para medir
eficiéncia: paramétricos e nao-paramétricos. Os métodos paramétricos supdem uma
forma funcional para a produgio e usam os dados para estimar os parimetros dessa
fungdo. Essa fun¢do estimada ¢ utilizada para obtenc¢ao das eficiéncias das unidades.
Os métodos nao-paramétricos, conhecidos como Data Envelopment Analysis (DEA),
envolvem o uso de programacao linear para a constru¢do de superficies que permitam
a estimagdo das eficiéncias de interesse. A principal vantagem do método nao-
paramétrico € o fato de nio ser necessdria a imposi¢ao de uma forma funcional para a
eficiéncia; porém a fronteira estimada serd muito sensivel a owutliers. O método
econométrico ¢ capaz de capturar outliers, porém ¢ restritivo no sentido de que impaoe
uma forma funcional para a tecnologia.

O modelo de fronteira estocdstica foi proposto simultaneamente por trés grupos
de pesquisadores: Aigner, Lovell e Schmidt (1977), Meeusen e Van den Broeck
(1977) e Battese e Corra (1977). O modelo original é dado por:

y=xB+e
onde:
e=v—u (1)

A componente v é responsdvel por capturar o erro de medida, sendo, portanto,
simétrica. O componente # ¢ nao-negativo e responsdvel pela ineficiéncia técnica das
unidades operacionais. Essa abordagem consistiu em uma tentativa de superar as
limitagoes das fronteiras deterministicas que nao permitiam a presenga de um erro
aleatério (fora do controle das firmas), considerando todo residuo como sendo
ineficiéncia técnica. O modelo original de Aigner, Lovell e Schmidt (1977) propae as
seguintes distribui¢des para as componentes do erro:

2 0 2
v~N(0,0°) e u~-N(0,T°) (2)
Desde entdo vdrias propostas tentam generalizar a distribui¢do de #, que estd
diretamente ligada as eficiéncias técnicas. Stevenson (1980) prop6s o deslocamento

da distribui¢io normal truncada, permitindo assim uma moda nio-nula. Neste
modelo,

u~-N°(n,T%) (3)

Battese e Coelli (1995) propoem um modelo similar ao anterior para dados de
painel, onde:

n=25 4
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Greene (1990) propde a utilizagio do modelo Gama para # em substituigdo a
distribui¢do normal truncada, porém esse modelo traz alguns problemas de
identificagdo [ver Ritter e Simar (1997)]. Sob o enfoque bayesiano temos o trabalho
de Van den Broeck ez alii (1994) que modelou a componente da ineficiéncia como
uma gama com pardmetro de forma conhecido. Medrano (2003) propae a utilizagio
da distribuigao log-normal para descrever as ineficiéncias. Neste trabalho, utilizamos
o modelo proposto por Battese e Coelli (1995), isto é, o modelo normal para o erro
de medida e a distribui¢dao normal truncada para as ineficiéncias, porém, utilizaremos
um enfoque bayesiano.

Em geral, quando se utiliza o enfoque bayesiano, a inferéncia sobre as eficiéncias
¢ feita considerando essa componente como sendo uma varidvel latente que ¢ gerada a
cada iteragao do algoritmo de estimagdo. Aqui, a inferéncia ¢ feita, condicional aos
valores gerados ou estimada dos parimetros. Encontra-se a distribuicio das
eficiéncias, dados todos os parAmetros.

2 MODELO

Considere y um vetor de 7 observagdes e X uma matriz 7 por p +1 de co-varidveis.
2
v~N(0,0%)
onde:

e=v+Au (5)

Em que A ¢ uma constante que, igual a 1, indica fun¢do de custo e igual # -1, indica
fun¢io de produgio. O termo de erro ¢ é composto por duas componentes
independentes v ¢ # com distribui¢ao:

v-N(0,6%), u-N°(n,1%)

onde:
n=29% (6)

A densidade de ¢ ¢ dada por:

g(e)= _T (e = Au)h(u)du 7)

Apés alguns cdlculos obtemos a seguinte densidade:
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(8)

4(n
gle)= ? (Tj e—An J AT(e—An) r|\6 AT
Jor + T (Vo + AT oNo*+AT° ot

onde @ ¢ a fun¢io de densidade da Normal-padrio e @ ¢ a fungdo de distribuigao
acumulada da Normal-padrao. Podemos escrever:

_)\ 2 2.2
___e—An = )\_n_n\/oﬂxr

“JoenT ot

g(W):cDﬂ[%}P(w) (D(Xw "‘"i) )
que é uma generalizagdo para a distribui¢ao skew-normal descrita em Azzalini (1985).

3 ESTIMACAO

3.1 FUNCAO DE VEROSSIMILHANCA

Considere um conjunto de dados cross-section, com n firmas independentes. Assuma o
modelo:

V), =XBre,i=1,..n (10)

onde e, tem distribuicio closed skew-normal com densidade dada na equagio (8). O
vetor de parimetros ¢ Y = (B,07, 8, T'). A fungio de verossimilhanga para esse modelo
é:

~ 1 y - XB- )\Zéj _I(Ziéj
1(8; ) = o(X) o' Z° (11)
g (0* + N1 2)2|:| Voo + N T (x) T
onde:
x= AT(y,— XB-AZ)D) 26\/02+)\2

oJo? + N T

A inferéncia ¢ feita utilizando o enfoque bayesiano, isto ¢, propomos uma
distribui¢do a priori para o vetor de parimetros. Essa distribui¢ao a priori deve refletir
a informagio disponivel a respeito de 0 antes de observarmos o conjunto de dados.
Quando o conjunto de dados é observado, a atualizagio da informagio ¢ feita através
do Teorema de Bayes.
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_1(8;9)p(9)

0
20]y) )

0/8 ;)0 ) (12)

Foram utilizadas prioris vagas e independentes para os parimetros do modelo:

B- N, (b, H,)

0-N . (4,H,)

g+l
o’ ~-Gl(n,,a,)

T - GI(n,a,) (13)

A distribuigdo obtida para os parAmetros a partir de (11), (12) e (13) nio possui
forma analitica fechada, entdo utilizamos o algoritmo de Metropolis Hastings para
obter amostras dos parimetros e assim uma aproximagio para a distribui¢ao de
interesse, p(8]y). O algoritmo de Metropolis Hastings baseia-se em geracoes
consecutivas de uma cadeia de Markov cuja distribui¢do limite ¢ a distribui¢ao de
interesse.’

3.2 PROBLEMAS DA VEROSSIMILHANCA

A verossimilhanga para o modelo utilizado (closed skew-normal) tem alguns problemas
associados. Um dos pardmetros da skew-normal, que no caso do modelo de fronteira
¢ dado por T/0 pode causar problemas no procedimento de estimagio. Isso ocorre
pois quando T tende para 0, T/0 também tende a 0, resultando no modelo limite
normal, e nesse caso a verossimilhanga tende para uma constante diferente de 0
quando T/0 tende para zero. Isso pode ser visto na representagao onde erro ¢ = v — u
tem distribui¢do skew-normal e quando T tende a 0 significa que temos apenas a
componente v, que tem distribui¢io normal.” Liseo e Loperfido mostram que hd uma
probabilidade positiva de o estimador de mdxima verossimilhanga ser infinito,
especialmente para amostras muito pequenas. Para 7 = 10, essa probabilidade chega a
aproximadamente 50%. Porém, para 7z = 30 ela cai para 13% para T/0 igual a 5 (que
¢ um valor bastante extremo). E esperado que para amostras suficientemente grandes
essa probabilidade seja aproximadamente 0. Esses autores sugerem a utilizagio de
prioris de referéncia para solucionar os problemas encontrados na verossimilhanga.
Neste trabalho, faremos uso de conjuntos de dados relativamente grandes e, por esse
motivo, o0 nos preocuparemos com esse problema.

1. Para maiores detalhes sobre 0 método, ver Gamerman (1997).
2. Para uma discussdo mais detalhada sobre esse topico, ver Liseo e Loperfido (2004).
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3.3 EFICIENCIA

O principal interesse na modelagem de fronteira estocdstica é a estimagio das
eficiéncias #, para cada firma 7. A maneira mais comum de se estimar a eficiéncia ¢é
utilizando AE[u, |e,], i=1, ..., n.

A densidade #|e possui distribui¢ao normal truncada dada por:

ule~N°(m,,s’)

onde:

m,=Zd+N.0"(y —XB-AZD)

Sj - (AZO.—Z + T—Z)—l
Dessa forma,

[oe]

E[u|e]=juf(u|e)du

0

que ¢ uma fung¢do dos pardmetros e pode ser calculada diretamente a cada iteragao do
algoritmo de Metropolis Hastings.

4 IMPLEMENTACAO

O vetor de parimetros de interesse é dado por Y=(B, @’, 8, T'), onde B sio os

coeficientes dos fatores de produgio, 0’ é a varidncia do erro de medida, & sdo os
. . .. 2, A . ..

coeficientes dos determinantes da produtividade e T°¢ a variincia da produtividade.

4.1 BLOCOS DE AMOSTRAGEM

A amostragem da distribui¢do a posteriori dos pardmetros ¢ feita em blocos de forma a
termos a maior correlagao possivel das componentes de um mesmo bloco e a menor
possivel entre componentes de blocos diferentes. A combinagao que se mostrou mais
adequada, baseando-se em dados gerados artificialmente, foi a seguinte:

Bloco 1: ((3,,0,) Bloco 2: (B, -...B,)
Bloco 3: (3, ...,0) Bloco 4: (¢°,T°) (14)

A correlagdo entre os estimadores dos pardmetros é mostrada nas figuras a seguir,
que mostram para pares selecionados de parAmetros as curvas de contorno da fung¢io
de verossimilhanga, onde os parimetros omitidos estao fixados no seu verdadeiro
valor. As figuras mostram que a correlagio entre os interceptos ((3,,0,) e entre as

A s 2.2 , . . N ..
variAncias (07,T) é maior do que entre os demais parAmetros, justificando a escolha
dos blocos de amostragem adotados. As trés primeiras figuras mostram que os
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parimetros sao muito correlacionados, pois temos elipses, enquanto a tltima mostra
que nao hd correlagao entre os parimetros, pois nesse caso temos circulos.
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4.2 DISTRIBUICOES PROPOSTAS

A distribui¢ao proposta para 3, foi a Normal com média no passo anterior da cadeia e
desvio-padrio 4. Analogamente, a proposta para 9, foi a Normal com média no
passo anterior da cadeia e desvio-padrio 4.

As distribuicoes propostas para (3,...., B F)T foi a Normal p variada com média no
passo anterior da cadeia e matriz de varidncia S dada por:

SIZ - (XTX)_l 412

.. .o T~ . .
Analogamente, as distribui¢6es propostas para (9,,...,0)" foi a Normal g variada
com média no passo anterior da cadeia e matriz de variincia S? dada por:

S =(Z"2)"d?

A distribuigao proposta para log(0”) foi a Normal com média no passo anterior
da cadeia, log(0}_,), e desvio-padrio 4,. Para log(T’) utilizou-se a Normal com média
no passo anterior da cadeia, log(T;_,), e desvio-padrio 4,. Os valores de d,, d,, d,, d,,
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d,, e d,, devem ser calibrados de forma a obtermos taxas de aceitagio entre 30% e
80%.

4.3 VALORES INICIAIS DAS CADEIAS

Os parametros f3,...., Bp foram iniciados nos EMVs, isto €, no estimador de minimos
quadrados ordindrios (MQO). Os parimetros T'e 0" foram iniciados em 0,5*s, onde s°
¢ a estimativa para a varidncia total (¢ = v—#). Para §, ..., 6q utilizou-se —(ZTZ)AZT)/*,
onde y* = ()=XPB). O valor inicial de 3,se mostrou muito importante na velocidade de
convergéncia da cadeia; por esse motivo, para iniciar este parimetro utilizou-se o
seguinte procedimento:

Devido aos valores iniciais dos outros parimetros, maximizou-se a fun¢io de
verossimilhanga perfilada dada por: /B, | B,,..., BP, a, Qe 57, Tz,y). O valor obtido ¢
sempre melhor, pelo menos para dados simulados, que 0 EMV dado por: y—f3,.

4.4 GERACAO DAS EFICIENCIAS

Como jd visto, a distribuicdo de # ¢é dada por u le - N° (mu,sj) , onde
m,=Z8+N0"(y ~XB-NMJ e s: =(N°07 +17)" . E, conseqiientemente, a
quantidade de interesse, E[#|e], serd dada por:

o

E[u|e]=Juf(u|€)du (16)

0

5 DADO DE PAINEL

Considere y, vetores de 7 observagdes e X matrizes 7z por p de co-varidveis, para # = 1,
2, ...,T, onde T'é o nimero de periodos de tempo.

O modelo de fronteira de produgao para dados em painel pode ser escrito como:

’
Vi = Z B Xy tu, —u,
=

ondei=1,2,...,net=1,2,..,T.

Como no modelo para dados cross-section, a componente simétrica do erro tem
. . . . 2
distribui¢ao normal com média 0 e varidncia 0.

Lee e Schimidt (1993) propuseram a seguinte abordagem para o termo da
produtividade #,;

u, =u,§(t)
onde ¢(z) é uma fung¢ao do tempo ze u, - N°(0,T°).

Battese e Coelli (1992) propuseram a utilizagio da  fungio
b(r)=exp{nT -1}, r=1,2,....7T.

ipea texto para discussao | 1073 | fev 2005 7



Dessa forma, obtemos a seguinte verossimilhanga para os parimetros do modelo

0=(3,0°,n,1°):

n

=X.B? P " m.
1(8;) O s exp lz{zr(%—zﬁ), _2} [P (_)

o™ 25 o 5

onde:

==, (3, ~X,B) 60

A densidade #|e possui distribuigao normal truncada’ dada por:
0 2
u e~ N"(m,s")

o

Novamente temos Elu|e]= J uf (u|e)du , que é uma fungio dos parimetros e
0

pode ser calculada diretamente a cada iteragio do algoritmo de Metropolis Hastings.

6 ESTUDO SIMULADO

Inicialmente, foram gerados conjuntos de dados do modelo proposto para validagio
do algoritmo de estimagio através da comparagio com os resultados obtidos por
métodos conhecidos na literatura. Os métodos utilizados para estimagao foram:

a) Méxima verossimilhanga [Battese e Coelli (1992)], em que o algoritmo estd
disponivel através do programa Frontier, versio 4.1, que produz estimativas para os
g q
pardmetros do modelo de fronteira de produgio e para as eficiéncias; e

b) DEA, que utiliza um método nao-paramétrico para estimar as eficiéncias. O
método estd disponivel através do programa Deap, versao 2.1.

Para geragdo utilizaram-se duas co-varidveis e o vetor unitdrio. O modelo
utilizado foi o translog. A Tabela 1 traz um resumo das vérias configuragoes utilizadas
para comparagio. Os resultados sio mostrados para alguns conjuntos de dados.

3. Para maiores detalhes, ver Kumbhakar e Lovell (2000).
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TABELA 1
VALORES DOS PARAMETROS UTILIZADOS PARA A GERACAO DOS 9 CONJUNTOS DE DADOS

Dado Especificacao

1 n=500;y=0,9; k=1,0°=0,5

2 /\/:500;y:0,9;k:0,1;02:0,5
3 n=500;y=04; k=1,0°=0,5
4 n=500;y=0,9; k=1,0°=0,05

6.1 VARIANDO A NO MODELO y= kBx+ e

Para os conjuntos de dados 1 e 2 notamos que a EMV para a varidncia da
componente de erro de medida (0°) ¢ insatisfatéria. Por outro lado, a média «
posteriori tem um comportamento muito razodvel, tendo uma estimativa pontual
bastante préxima do valor verdadeiro do pardmetro. No Grifico 1, observamos que o
viés obtido utilizando a estimativa produzida pelo DEA é bem maior do que o viés da

média a posteriori e do EMV.

GRAFICO 1
VIES PARA A MEDIA DA PRODUTIVIDADE UTILIZANDO O EMV, O DEA E A MEDIA A POSTERIORI PARA O
CONJUNTO DE DADOS 1

-
= — MV-Verdade — MédiaPosto-Verdade
— DEA-Verdade
= & _.#a_ o
D r————— e e - - — === — - 4
[an
E
L]
= o
T \
S
T T T T T
1 2 3 4 5
Indesx
TABELA 2 R
SUMARIO DA INFERENCIA PARA O CONJUNTO DE DADOS 1
MV Média posteriori Intervalo de 95%
B,=1.50 1,67 (0,11) 1,63 (0,12) (1,40; 1,85)
B,=0,60 0,59 (0,08) 0,60 (0,08) (0,44, 0,77)
B,=0,80 0,80 (0,08) 0,80 (0,08) (0,63; 0,95)
B,=-0,10 -0,12(0,06) —-0,11(0,06) (-0,23; 0,02)
B,=-0,20 -0,23(0,06) -0,23 (0,06) (-0,34; -0,10)
B,=0,10 0,12(0,11) 0,10(0,12) (-0,13; 0,32)
0’ =0,50 5,67 (0,50) 0,45 (0,13) (0,26; 0,73)
y=0,90 0,93(0,02) 0,92 (0,03) (0,85;0,96)
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TABELA 3
SUMARIO DA INFERENCIA PARA O CONJUNTO DE DADOS 2

MV Média posteriori Intervalo de 95%
B,=1.50 0,10(0,12) 0,07 (0,13) (-0,20; 0,30)
B,=10,60 0,09 (0,08) 0,09 (0,08) (=0,09; 0,25)
B,=10.80 0,07 (0,08) 0,07 (0,08) (=0,09; 0,23)
B,=-0,10 -0,01(0,07) -0,01(0,07) (-0,14; 0,13)
B,=-0,20 -0,03 (0,07) -0,01(0,07) (0,15; 0,14)
B,=0.10 0,06 (0,12) 0,06 (0,12) (-0,20; 0,29)
o’ =0,50 5,17 (0,49) 0,65 (0,13) (0,43; 0,95)
y=0,90 0,89 (0,03) 0,87 (0,03) (0,85; 0,95)

6.2 VARIANDO y

Para o conjunto de dados 3 notamos que a incerteza na EMV para 3 ¢ Y ¢ bem maior
do que a obtida utilizando a média & posteriori. No Gréfico 2, observamos que o viés
obtido utilizando a estimativa produzida pelo DEA é bem maior que o viés da média

a posteriori e do EMV.

TABELA 4 .

SUMARIO DA INFERENCIA PARA O CONJUNTO DE DADOS 3

MV Média posteriori Intervalo de 95%

B,=1,50 1,41(0,21) 1,52 (0,10) (1,31, 1,71)
3,=0,60 0,59 (0,04) 0,59 (0,04) (0,51, 0,67)
B,=0,80 0,83 (0,05) 0,83 (0,05) (0,74, 0,93)
B,=-0,10 -0,10(0,04) —0,10(0,04) (-0,17;-0,03)
B,=-0,20 -0,16 (0,04) -0,16 (0,04) (-0,23;-0,07)
B,=0,10 0,04 (0,07) 0,04 (0,07) (-0,10; 0,17)
o’ =0,50 0,75(0,18) 0,65 (0,13) (0,29; 0,53)
y=10,40 0,39(0,28) 0,41 (0,06) (0,27, 0,72)

GRAFICO 2
VIES PARA A MEDIA DA PRODUTIVIDADE UTILIZANDO O EMV, O DEA E A MEDIA A POSTERIORI PARA O
CONJUNTO DE DADOS 3

04

— MV -Verdade — MeédiaPosto-Verdade
— DEA-Verdade

02

media
02 00

-04

06
!

| | | | T
1 2 3 4 5

Incex
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6.3 VARIANDO o’ PARA y FIXO

Para o conjunto de dados 4 notamos que a EMV para a varidncia da componente de
erro de medida (0%) ¢ insatisfatéria. Por outro lado, a média « posteriori tem um
comportamento muito razodvel, tendo uma estimativa pontual bastante préxima do
valor verdadeiro do parimetro. No Grifico 3, observamos que o viés obtido
utilizando a estimativa produzida pelo DEA ¢ bem maior do que o viés da média «

posteriori e do EMV.

GRAFICO 3

VIES PARA A MEDIA DA PRODUTIVIDADE UTILIZANDO O EMV, O DEA E A MEDIA A POSTERIOR/ PARA O

CONJUNTO DE DADOS 4
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TABELA 5
SUMARIO DA INFERENCIA PARA O CONJUNTO DE DADOS 4

MV Média posteriori Intervalo de 95%
B,=1.50 1,48 (0,04) 1,47 (0,04) (1,40;1,54)
B,=10.60 0,54 (0,02) 0,54 (0,02) (0,50;0,60)
B,=0.80 0,84 (0,03) 0,83 (0,03) (0,78;0,88)
B,=-0,10 -0,10(0,02) -0,10(0,02) (-0,15;-0,06)
B,=-0,20 -0,18(0,02) -0,18(0,02) (-0,22;-0,13)
B,=0,10 0,08 (0,04) 0,08 (0,04) (0,00;0,15)
o’ =0,05 0,50 (0,05) 0,05(0,01) (0,03;0,08)
y=0,40 0,91(0,02) 0,90 (0,03) (0,83;0,94)

APENDICE
CALCULO DE £[4YF]

, .. . u—m .
Dai podemos obter condicionalmente e que 7= “ . N°0,1), onde ,=-"%.E,
k) s

u u

portanto, Elu|el=m, +s,Eli|e], onde E[g|g]:quw)dw e @ é a densidade Normal-

padrao. Definimos I :quw)dw e para m valores de ¢ em [-4,4] calculamos essa
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integral. Temos um vetor com componentes [[]. paraj = 1,..., m e para cada ¢, um J

correspondente obtido pela relagio c; =4 +§ j,istoé, j= (4 +cj)%.
m

Calcularam-se valores de / para 7 = 50.000 uma dnica vez, no sendo necessdrio
calcular essa esperanca dentro do algoritmo de Metropolis, apenas acessamos esses

valores que estao guardados em uma tabela, pois para um dado valor de ¢; =

b

R
obtemos j, que na tabela /. guarda o resultado da integral. Como esse é um passo
independente da convergéncia da cadeia (estamos apenas calculando uma fungio dos
parAmetros gerados), ele sé ¢ introduzido quando a convergéncia jé foi alcangada.
Como resultado temos uma aproximagao para a distribui¢ao de E[#|e] e a distribuigao
de ule. Podemos entdo obter intervalos para a média de # e também para u.
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